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1. Sistemas numéricos

1.1. Numeros naturales. Principio de Induccion

¢ Qué son los nimeros naturales?

Los nimeros 1, 2, 3, ..., reciben el nombre de niimeros naturales. Con ellos se
realizan dos operaciones: la suma de nimeros naturales y el producto de numeros
naturales, que dan como resultado otro nimero natural perfectamente definido.
Para dos nimeros naturales cualesquiera m y n, su suma suele representarse por
m + n y su producto por m - n o mn (si no hay lugar a confusién). Si denotamos
con N el conjunto de todos los niimeros naturales, podemos pensar en la suma y
el producto como aplicaciones del producto cartesiano N x N en N:

+:NxN-—N - NxN-—N

(m,n) — m+mn, (m,n) —> m-n.

Propiedades algebraicas de los naturales

» Propiedad asociativa de la suma: (m +n) +p = m + (n + p).
» Propiedad conmutativa de la suma: m +n =n + m.

= Propiedad asociativa del producto: (mn)p = m(np).

» Propiedad conmutativa del producto: mn = nm.

» Elemento neutro (o unidad) del producto: Hay un nimero natural, que de-
notamos por 1, tal que n - 1 = n, cualquiera que sea n.

= Propiedad distributiva del producto respecto de la suma: m(n +p) = mn +
mp.

Orden de los naturales

Se puede asimismo comparar el tamafo de dos niimeros naturales cualesquiera
y establecer de esta manera una relacion de orden en N. Suele escribirse m < n
para indicar que m es menor o igual que n (0, 1o que es lo mismo, que n es mayor
o igual que m, lo que también se escribe n = m).
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Orden estricto

Definicion 1.1. m es estrictamente menor (o simplemente menor) que nsim < n
y m # n. Lo denotamos m < n.

= Esto es lo mismo que decir que n > m, que se lee “n es estrictamente mayor
(o simplemente mayor) que m.”

Propiedades del orden

Propiedad reflexiva: m < m.

Propiedad antisimétrica: Si m < n 'y n < m, entonces m = n.

Propiedad fransitiva: Si m < nyn < p, entonces m < p.

Propiedad de orden total: Siempre es m < non < m.

Buena ordenacion

Teorema 1.2 (Principio de Buena Ordenacién). Todo conjunto no vacio de niime-
ros naturales posee un elemento minimo, es decir, dado S < N no vacio, existe un
elemento ng en S tal que nyg < n para todo n € S.

Principio de Induccion Matematica

Teorema 1.3 (Principio de Inducciéon Matemética). Dado S < N tal que
1 1es,
(1) n+ 1€ .S, siempre quen € S,

entonces S = N.

Enunciado practico del P. de Induccion Matematica

Teorema 1.4 (Principio de Induccién Matematica). Dada una propiedad P, tal
que

(1) P es cierta,
(Ir) P, es cierta, siempre que P, es cierta,

entonces P, es cierta para todo n € N.



Partes de una demostracion por induccion

| Base de induccion | | Paso de induccion |

Si an es C|erta 'entonces‘ P,,+1 es C|erta\

__________________________________

Principio de Inducciéon Completa

Teorema 1.5 (Principio de Inducciéon Completa). Dada una propiedad P, tal que
(1) P es cierta,
(11) P, es cierta, siempre que Py, P,, ..., P, son ciertas,

entonces P, es cierta para todo n € N.

Axiomas de Peano
Axiomas 1.6 (Peano).

(1) Para todo niimero natural n existe otro niimero natural n™, que se llama
siguiente o sucesor de n.

(1) Existe un niimero natural, que denotamos por 1, tal que n™ # 1 cualquiera
que sea el niimero natural n.

(111) Cualesquiera que sean los niimeros naturales m y n, es m™* = n* si y solo
sim = n.

(1v) Si un conjunto S de niimeros naturales contiene a 1y siempre que n € S
también es nt € S, entonces S = N.

1.2. Numeros enteros

. Qué son los nimeros enteros?

El conjunto de los niimeros enteros, ..., —3,—2,—-1,0,1,2, 3, ..., que amplia
el de los naturales, se denota por Z. En €l hay definidas dos operaciones, suma y
producto, y una relacioén de orden.



Propiedades algebraicas de los enteros
Las propiedades de la suma y producto de los niimeros naturales también las
cumplen los nimeros enteros. Cumplen ademas algunas propiedades adicionales:

= Elemento neutro (o nulo) de la suma: Hay un nimero entero, que denotamos
por 0, tal que n + 0 = n para cualquier entero n.

= Elemento opuesto para la suma: para cada entero n hay otro entero, que

denotamos por —n, tal que n + (—n) = 0.

Propiedades del orden de los enteros
En cuanto al orden, ademds de las propiedades que cumplia el orden de los
naturales, podemos anadir:

» Compatibilidad del orden con la suma: Si m < n, entonces m +p < n + p.
» Compatibilidad del orden con el producto: Si m < ny p > 0, entonces

mp < np.

Buena ordenacion (parcial) para los enteros
Los niimeros enteros no estdn bien ordenados, pero tienen una propiedades
que a efectos practicos es casi lo mismo.

Definicion 1.7. Un conjunto S < Z no vacio se dice que estd acotado inferior-
mente (resp. superiormente), si existe un entero k € Z tal que, paratodon € S, es
k < n (resp. k = n).

Teorema 1.8 (Buena ordenacion parcial de los enteros). Todo conjunto no vacio
S < Z acotado inferiormente (resp. superiormente) tiene un elemento minimo
(resp. mdximo), es decir, existe un elemento ny € S tal que ng < n (resp. ng = n)
para todon € S.

Un principio de induccién

Teorema 1.9. Sea k € Z. Si un conjunto S < Z cumple las dos condiciones
siguientes:

(1) kesS,y
(1) sine Syn =k, entoncesn + 1€ 5,
entonces S contiene a todos los enteros a partir de k, es decir,

So{neZ|n=k}.



Enunciado practico

Teorema 1.10. Sea k € Z. Si una propiedad P, es tal que
(1) Py es cierta, y
(I1) si P, es ciertayn = k, entonces P, es cierta,

entonces P, es cierta para todo enteron = k.

1.3. Numeros racionales

. Qué son los nimeros racionales?

En Z es posible la resta, pero no la divisién. Esta operacién es posible (divi-
diendo por elementos distintos de 0) en el conjunto QQ de los niimeros racionales,
que son cocientes de nimeros enteros (con denominador no nulo). En este con-
junto estan definidas la suma y el producto, y una relacién de orden.

Propiedades algebraicas de los racionales

Las propiedades de la suma, el producto y el orden de los nimeros enteros
también las cumplen los nimeros racionales. Cumplen ademas una propiedad adi-
cional:

» Elemento inverso para el producto: Si a # 0, hay un ndmero racional que
denotamos por ™! 0 1, tal que aa™! = 1.

2. Los nameros reales

2.1. Operaciones algebraicas

El conjunto de los reales

Pasamos a considerar a continuacién el conjunto R de los niimeros reales o,
mds exactamente, las propiedades de R (sin entrar en su naturaleza: no decimos
qué es un numero real, sino cdmo se manejan los nimeros reales, fijando sus
propiedades bésicas como axiomas).
Propiedades algebraicas de los reales
Axiomas 1.11 (de la suma).

(1) Propiedad asociativa de la suma: (a +b) + ¢ = a+ (b+ ¢).

(11) Propiedad conmutativa de la suma: a + b = b + a.
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(111) Elemento neutro (o nulo) de la suma: hay un niimero real, denotado por 0,
tal que a + 0 = a, cualquiera que sea a.

(1v) Elemento opuesto para la suma: para cada real a, hay un niimero real, que
denotamos por —a, tal que a + (—a) = 0.

Axiomas 1.12 (del producto).
(V) Propiedad asociativa del producto: (ab)c = a(bc).
(V1) Propiedad conmutativa del producto: ab = ba.

(VII) Elemento neutro (o identidad) para el producto: hay un niimero real distinto
de 0, que denotamos por 1, tal que a - 1 = a, cualquiera que sea a.

(vil) Elemento inverso para el producto: si a # 0, hay un nimero real, que
denotamos por a™! o %, tal que aa™" = 1.

Axioma 1.13 (Relacién de suma y producto).

(1X) Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma: a(b + ¢) =
ab + ac.

Consecuencias de las propiedades basicas
Proposicion 1.14.
(1) Sia+ c=0b+c entonces a = b. (Ley de Cancelacion).

(Ir) Si a + b = a, entonces b = 0. En consecuencia, en el conjunto de los reales
hay un uinico elemento nulo.

(1r) Si a + b = 0, entonces b = —a. En consecuencia, cada niimero real tiene
un unico opuesto.

Proposicion 1.15.
(1) Siac = be, yc+#0, entonces a = b. (Ley de Cancelacion)

(1) Siab = aya # 0, entonces b = 1. Por tanto, en el conjunto de los reales
hay un tinico elemento identidad.

(1) Sia # 0yab = 1, entonces b = % En consecuencia, cada niimero real no
nulo tiene un vinico inverso.

Proposicion 1.16.



(1) a-0 = 0. (Sedice que 0 es un elemento absorbente).
(11) Siab = 0 entoncesa =00 b = 0.
() —a = (—1)a.
(1v) (=1)(—a) = a. Por tanto, —(—a) = a. (Ley de Idempotencia).
(V) (=a)(=b) = ab.

(VD) Sia # 0, entonces 1/a # 0y 1/(1/a) = a. (Ley de Idempotencia)

Abreviaturas

SIS

" a—b=a+(-b), g=a-
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a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c), abc = (ab)c = a(be),

= o’ = aa, a® = aaa,

2a = a + a, 3a=a+a+a,

2.2. Desigualdades fundamentales en R

Propiedades basicas del orden
Axiomas 1.17.
(X) Propiedad reflexiva: a < a.
(X1) Propiedad antisimétrica: Sia < by b < a entonces a = b.
(X11) Propiedad transitiva: Si a < by b < c entonces a < c.
(x111) Propiedad de orden total: Siempre es a < bo b < a.
(X1v) Compatibilidad con la suma: Si a < b entonces a +c < b+ c.

(XV) Compatibilidad con el producto: Si ¢ > a < b entonces ac < be.

0y
(En particular, si ¢ = 0, b = 0 entonces bc = 0.)



Desigualdad estricta

Definiciéon 1.18. Sean a,b € R. Decimos que a < b(oqueb > a)sia < by
a #b.

Se prueba facilmente la siguiente propiedad:

Teorema 1.19 (Ley de Tricotomia). Sean a,b € R. Se da uno y solo uno de los
siguientes casos:

D a<b,
() a=1b,

(Ir) a > b.

Consecuencias de las desigualdades basicas
Proposicion 1.20.
(1) Sia<bb<centonces a < c.
(1) Sia < b, b < centonces a < c.
(1) Sia < bentoncesa +c<b+c

(1v) Sia < b, ¢ < d, entonces a + ¢ < b+ d, siendo entonces a +c =b+ d siy
solosia=byc=d.

(V) a > 0siysolosi —a < 0.
Proposicion 1.21.
(1) Sia > 0,b> 0, entonces ab > 0.

(1) Sia > 0,b <0, entonces ab < 0.

(1) Sia <0, b <0, entonces ab > 0.

(1v) Cualquiera que sea a, es a*> > 0. Se tiene a*> = 0 si y solo si a = 0.

(v) 1>0y—-1<0.

(V1) Siempre es 2ab < a® + b2
Proposicion 1.22.

(1) Sia <b, c> 0, entonces ac < bc.



(1) Sia < b, c <0, entonces ac > be.
() Sia < b, ¢ <0, entonces ac = be.
Proposicion 1.23.
(1) Si0 < a < b, entonces a® < b
(1) Si0 < a < b, entonces a* < b2
Proposicion 1.24.
(1) Sia > 0 entonces % > 0. Si a < 0 entonces % < 0.
1

(I $i0 < a < bentonces ; <

|~

1

b <

(i) Sia < b < 0 entonces

Q |=

2.3. Valor absoluto de un niimero real. Desigualdades basicas

Valor absoluto y distancia

Definicion 1.25. El valor absoluto de un nimero real a es el nimero real no
negativo
a, si 0,
la| = .
—a, Si 0.

Definicion 1.26. Dados a, b € R, se llama distancia entre a y b al nimero real no
negativo |a — b|.

SIS
VANA\Y

Propiedades del valor absoluto
Proposicion 1.27.
(D) |a| = 0.
(11) |a| = 0 siy solo si a = 0.
(1) |—a| = |al.
(1V) |a| < bsiysolosi —b < a<b.
(V) |a| > bsiysolosia>boa< —b.

(V) —|a| < a < |al.
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Proposicion 1.28.
(1) |ab| = |al[b].
w14
(1) a® < b% siy solo si |a| < |b).

(1v) a® = b% siy solo si |a| = |b].

Desigualdad triangular

Teorema 1.29 (Desigualdad Triangular). Si a y b son niimeros reales cualesquie-
ra,
la + b < a| +1b].

Ejemplos. A veces la desigualdad anterior es una igualdad, y otras veces es una
desigualdad estricta.

» [3+5/=8=|3|+[5]
" |—3+5|:2<8:|—3!+\5|.

Teorema 1.30 (Desigualdad Triangular Inversa). Si a y b son niimeros reales cua-
lesquiera,
lla| = [b]] < |a —b].

2.4. Conjuntos acotados en R. El Axioma del Supremo

Cotas superiores e inferiores. Conjuntos acotados
Definicién 1.31. Sea S un subconjunto de R.

(1) Si a esun nimero real y a < s para todo s € S, decimos que a es una cota
inferior de S'y que S estd acotado inferiormente (por a).

(11) Si b es otro ndmero real y b > s para todo s € .S, decimos que b es una cota
superior de S'y que S estd acotado superiormente (por b).

(111) Si un conjunto estd acotado superiormente e inferiormente, decimos que
esta acotado.
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Maximo y minimo
Definicion 1.32. Sea S un subconjunto de R.

(1) Un nimero real m se dice que es un minimo de S si pertenece a él y es una
cota inferior de este, es decir, sim € Sy m < s paratodo s € S. Se escribe
entonces m = min S.

(11) Un ndmero real M se dice que es un mdximo de S si pertenece a él y es
una cota superior de este, es decir, si M € Sy M > s paratodo s € S. Se
escribe entonces M = max S.

Los maximos y minimos son tinicos

Proposicion 1.33. Si un conjunto de niimeros reales tiene mdximo, entonces este
mdximo es unico.

Proposicion 1.34. Si un conjunto de niimeros reales tiene minimo, entonces este
minimo es unico.

Infimo y supremo

En los ejemplos vistos anteriormente, nos aparecian algunos puntos especia-
les, parecidos a maximos y minimos, pero que sin embargo se ajustaban a la defi-
nicion de estos tltimos. Introducimos ahora un concepto que si sirve para ellos.

Definicion 1.35. Sea S un subconjunto de R.

(1) Un ndmero real a se dice que es el infimo de S si es la mayor cota inferior
de S. En este caso se escribe a = inf S.

(11) Un nimero real b se dice que es el supremo de S si es la menor cota superior
de S. En este caso se escribe a = sup S.

Los infimos y supremos son tinicos

Proposicion 1.36. Si un conjunto de niimeros reales tiene supremo, entonces este
supremo es unico.

Proposicion 1.37. Si un conjunto de niimeros reales tiene infimo, entonces este
infimo es tnico.
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Maximo y supremo

Proposicion 1.38. Sea S un conjunto de niimeros reales. Entonces, b € R es el
mdximo de S si, y solo si, es su supremo y ademds b € S.

Proposicion 1.39. Sea S un conjunto de niimeros reales. Entonces, a € R es el
minimo de S si 'y solo si es su infimo y ademds a € S.

Caracterizacion *“c” de supremos e infimos

Proposicion 1.40 (Caracterizacion “c” del supremo). Sea S un conjunto de ni-
meros reales. Entonces b € R es el supremo de S si, y solo si, verifican las dos
siguientes condiciones:

(1) b es cota superior de S.

(11) Para todo € > 0, existe un s € S tal que s > b — ¢.

Proposicion 1.41 (Caracterizacion “c” del infimo). Sea S un conjunto de niimeros
reales. Entonces a € R es el infimo de S si, y solo si, verifican las dos siguientes
condiciones:

(1) a es cota inferior de S.

(1I1) Para todo € > 0, existe un s € S tal que s < a + ¢.
El supremo no funciona bien en los racionales

La Propiedad del Supremo de los reales

Esta es de hecho la propiedad clave que diferencia a los reales de los racio-
nales. Se cumple en el primero de estos conjuntos, y no se cumple en el otro,
como acabamos de ver. De momento, fijaremos esta propiedad como el dltimo de
nuestros axiomas para los reales.

Axioma 1.42 (Propiedad del Supremo, o de Completitud).
(xXVv1) Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.

Proposicion 1.43. Todo subconjunto no vacio de R acotado inferiormente tiene
infimo.
2.5. Propiedad Arquimediana de R. Consecuencias

La Propiedad Arquimediana

Teorema 1.44 (Propiedad Arquimediana). Dados dos niimeros reales a y b con
a > 0, existe algiin niimero natural n tal que na > b.
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Otros enunciados de la Propiedad Arquimediana

Teorema 1.45. Dados un niimero real b, existe algiin niimero natural n tal que
n > b.

Teorema 1.46. Los niimeros naturales no constituyen un conjunto acotado (en R).

Teorema 1.47. Dado ¢ > 0, existe un niimero natural n tal que 1/n < e.

Parte entera de un niimero real
Teorema 1.48. Dado x € R, existe un niimero entero m (y uno solo), tal que
m<x<m+ 1.

Definicion 1.49. Al nimero m del teorema anterior se le llama parte entera de «x,
y se denota con [z].

Los racionales son densos

Teorema 1.50 (Densidad de los Racionales). Dados dos niimeros reales a y b,
con a < b, existe algiin niimero racional r tal que a < r < b.

2.6. Numeros irracionales

Los nameros irracionales

Definicion 1.51. Los nimeros reales que no son racionales se llaman niimeros
irracionales.

Teorema 1.52. Sea p un niimero real no negativo y n € N. Existe al menos un
numero real v tal que v" = p.

Corolario 1.53. Existen numeros irracionales.

Los irracionales son densos

Teorema 1.54 (Densidad de los Irracionales). Dados dos niimeros reales a y b,
con a < b, existe algiin niimero irracional x tal que a < x < b.
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2.7. Numeros algebraicos y trascendentes

Concepto de niimero algebraico

Definicion 1.55. Se dice que un nimero real es algebraico si es un cero de un
polinomio con coeficientes enteros. El conjunto de los nimeros algebraicos se
denota por A.

Proposicion 1.56. Todo niimero racional es algebraico.

Operaciones con nimeros algebraicos
Teorema 1.57. Sean o y 3 dos niimeros algebraicos. Entonces
(1) a + B es algebraico.
(I1) af es algebraico.
(I11) —a es algebraico.
(1v) Si o # 0 entonces 1/« es algebraico. En consecuencia, 3/« es algebraico.

(V) Sia > 0ypeN, entonces ¥/« es algebraico.

Los nimeros algebraicos son numerables

Teorema 1.58 (de Cantor). El conjunto A de los niimeros algebraicos es numera-
ble.

Numeros trascendentes

Definicion 1.59. Se dice que un nimero real es trascendente si no es algebraico.

2.8. Intervalos en R

Intervalos

Definicién 1.60. Reciben el nombre de intervalos los subconjuntos de R definidos
del siguiente modo (a y b son nimero reales cualesquiera):

(1) intervalo acotado y abierto: (a,b) = {xreR|a<x <b};

(11 1intervalo acotado, cerrado por la izquierda y abierto por la derecha:
[a,b) ={zeR|a<z<b};
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(111) intervalo acotado, abierto por la izquierda y cerrado por la derecha:
(a,b] ={zeR|a<x<b};

(1v) intervalo acotado y cerrado: [a,b] = {zeR|a<xz <b};

(V) intervalo abierto, acotado inferiormente pero no superiormente:
(a,0)={zeR|x>al;

(V1) intervalo cerrado, acotado inferiormente pero no superiormente:
[0,) = {zeR |z >ak

(VII) intervalo abierto, acotado superiormente pero no inferiormente:

(—o0,b) ={zxeR|x<b};

(vIi) intervalo cerrado, acotado superiormente pero no inferiormente:
(—o0,b] ={zeR|z<b};

(1X) intervalo no acotado ni inferior ni superiormente: (—o0, 0) = R.

Caracterizacion de los intervalos

Proposicion 1.61 (Propiedad de los Valores Intermedios). Un subconjunto I de R
es un intervalo si, y solo si, dados x,y € I, cada z € R tal que v < z < y también
pertenece a 1.

El Teorema de los Intervalos Encajados

Teorema 1.62 (de los Intervalos Encajados, de Cantor). Para cada n € N, sea
I, = [an,by] un intervalo cerrado y acotado (no vacio). Supongamos que para
todon € N se cumple 1,1 < I,. Entonces, ﬂneN 1, es no vacio. Si, ademads, el
tamaiio de los intervalos se puede hacer tan pequeiio como se quiera, es decir,
inf{ (b, — a,) | n € N} = 0, entonces (), In consta exactamente de un punto.
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